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FARIAS, Poliane Cristina de. Problema de corte de estoque unidimensional com 
reaproveitamento com reaproveitamento de sobras: abordagem de resolução por meio de 
uma técnica de geração de colunas. 2011. 108 f. Dissertação (Mestrado em Matemática 
Aplicada e Computacional) – Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2011. 
 
 

RESUMO 
 
 
O Problema de Corte de Estoque Unidimensional é um problema de Programação Linear 
Inteira que consiste em cortar peças menores de objetos em estoque, utilizando o material de 
forma eficiente, minimizando uma determinada função objetivo. Este tipo de problema de 
otimização tem uma grande aplicabilidade prática em inúmeros segmentos industriais, sendo 
de grande importância no planejamento dos sistemas produtivos. Neste contexto, o Problema 
de Corte de Estoque com Reaproveitamento de Sobras (PCES) enfoca esta questão visando a 
possibilidade de reutilização de material resultante do processo de corte, reduzindo o descarte 
de matéria-prima. Diversos modelos matemáticos, bem como diversas técnicas de resolução 
para este tipo de problema, tem sido estudados. Este trabalho apresenta algumas abordagens 
de resolução para o PCES utilizando o Método Simplex com Geração de Colunas. São 
propostos modelos matemáticos que visam dividir a geração de colunas (padrões de corte) em 
dois tipos de subproblemas: geração de padrões com perdas, em que os retalhos resultantes do 
processo são descartados, e geração de padrões com sobras, nos quais os retalhos podem ser 
reaproveitados futuramente. Busca-se minimizar o custo total de produção, que envolve 
custos relativos ao processo de corte, perda e sobra de material. Os modelos propostos foram 
implementados utilizando o software XPRESS-MP, em linguagem Mosel, e foram realizadas 
simulações, cujos resultados são apresentados e comparados com alguns trabalhos existentes 
na literatura.  
 
 
Palavras-chave: Problema de Corte de Estoque Unidimensional. Reaproveitamento de 
Sobras. Geração de Coluna. Método Simplex. Branch and Bound.  
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uma técnica de geração de colunas. 2011. 108 f. Dissertação (Mestrado em Matemática 
Aplicada e Computacional) – Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2011. 
 
 

ABSTRACT 
 
 
One-Dimensional Cutting Stock Problem is a Linear Programming problem which consists in 
cutting objects in stock into smaller parts, using the material efficiently and minimizing a 
certain objective function. This type of optimization problem has practical application in 
several industrial areas and is too important in planning the production systems. In this 
context, the Cutting Stock Problem with Usable Leftovers (PCES) focuses on the reusage of 
the material resulting from the cutting process as such reducing the raw material discard. 
Several mathematical models and techniques for solving this type of problem have been 
studied. This work presents some approaches for solving the PCES using the Simplex Method 
with Column Generation. Mathematical models proposed aim to divide the generation of 
columns (cutting patterns) into two types of subproblems: the generation of patterns with 
waste, in which the residual material from the process is discarded, and generation of patterns 
with leftovers, in which the residual material could be reused later. The goal is to minimize 
the production cost including those of the cutting process, waste and leftovers. The proposed 
models were implemented with the XPRESS-MP software, using the Mosel language, and 
simulations were performed. The results are presented and compared with some papers in the 
literature.  
 
 
Keywords: One-Dimensional Cutting Stock Problem. Usable Leftovers. Column Generation. 
Simplex Method. Branch-and-Bound.  
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

 

As indústrias buscam melhorar seus processos produtivos com o objetivo de 

aumentar a lucratividade e a competitividade. O bom aproveitamento da matéria-prima pode 

reduzir de forma significativa o custo da produção, o que pode representar uma vantagem 

decisiva na competição com outras indústrias do setor. A busca por tornar esses processos 

mais eficientes, juntamente com os avanços computacionais, tem estimulado pesquisas 

acadêmicas sobre modelos de otimização para controle e planejamento de sistemas 

produtivos, e tem feito muitos industriais apreciarem a importância prática dos matemáticos.  

Em diversos processos industriais, peças menores (itens) solicitadas são 

produzidas a partir do corte de peças maiores (objetos) em estoque. Itens devem ser cortados 

de objetos com a finalidade de atender as solicitações de clientes (demandas). Estes processos 

de corte, em geral, geram perdas indesejáveis de material. Surge então um problema de 

otimização, que consiste em cortar os objetos para a produção dos itens nas quantidades 

solicitadas, otimizando uma determinada função objetivo, de modo que a utilização de 

material seja a mais eficiente possível. Essa função objetivo pode ser: minimizar as perdas 

referentes ao processo de corte; minimizar o número de objetos cortados; minimizar o custo 

total do processo; entre outras [8].  

Os objetos podem ter uma ou mais dimensões relevantes para o problema de 

corte: uma dimensão, por exemplo, no processo de corte de bobinas de aço; duas dimensões, 

nos processos de cortes em indústrias de placas de madeira; três dimensões, em processos 

com blocos de matéria-prima para colchões [2]; ou ainda mais dimensões [27]. No caso de um 

problema unidimensional, denominado Problema de Corte de Estoque Unidimensional (PCE), 

apenas o comprimento dos objetos é relevante.  

Dados os comprimentos dos itens encomendados, pode-se ter diversas 

maneiras de cortar os objetos em estoque. Essas maneiras são denominadas padrões de corte. 

O que é produzido nesses padrões de corte e que não são itens, são denominados retalhos. 

Quando estes possuem um comprimento com condições de reutilização, são chamados de 

sobras, caso contrário, são chamados de perdas. Um melhor aproveitamento de material pode 

ocorrer na escolha de não se descartar todos os retalhos produzidos, mas sim analisar a 

possibilidade de reuso, isto é, descartar apenas as perdas e reutilizar as sobras para cortes 

futuros. Problemas deste tipo são conhecidos na literatura como Problemas de Corte de 

Estoque Unidimensional com Reaproveitamento de Sobras (PCES). O problema de corte é 
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classificado como um problema de Programação Linear Inteira (PLI), pois as variáveis de 

decisão do problema são inteiras e positivas. Este problema é aparentemente simples, e tem 

grande aplicabilidade prática, porém, é um problema NP-difícil1. Nem todos os problemas 

NP-difíceis são igualmente difíceis do ponto de vista prático. Alguns deles podem ser 

resolvidos através de técnicas exatas, algoritmos aproximativos, programação dinâmica e 

outros métodos: Branch-and-Cut, Branch-and-Bound e heurísticas [26]. As técnicas Branch-

and-Cut e Branch-and-Bound tornam-se inviáveis quando o problema envolve várias dezenas 

de itens a serem produzidos, pois demandam um alto tempo computacional e as heurísticas 

são métodos sem garantia formal de desempenho.  

É importante observar que a evolução de software otimizador teve um papel 

fundamental no progresso da Otimização Linear. Um exemplo disto é o pacote XPRESS-MP, 

desenvolvido pela Dash Optimization (posteriormente adquirida pela FICOTM
2), e do CPLEX, 

comercializado desde 1988 pela CPLEX Optimization Inc. e atualmente desenvolvido pela 

IBM World Trade Corporation.  

Devido ao desenvolvimento da computação e de algoritmos especializados, 

a possibilidade de resolver problemas relativamente grandes em pequena quantidade de tempo 

vem tornando a Otimização Linear Inteira muito mais comum. Para lidar com o número 

exponencialmente grande de variáveis, pode-se então recorrer ao Método Simplex com 

Geração de Colunas, o qual pode ser aplicado eficientemente na resolução de Problemas de 

Programação Linear e de Programação Inteira. A Técnica de Geração de Colunas corresponde 

a resolução de um subproblema que absorve parte da natureza combinatória do problema 

original.  

Em geral, a resolução de um PCE por Simplex com Geração de Colunas é 

um processo iterativo baseado em um modelo matemático, em que um subproblema gerador 

de padrões de corte é resolvido. Neste trabalho são apresentadas duas modelagens para o 

PCES, as quais consideram objetos de estoque com comprimentos diversos, e utilizam como 

abordagem de resolução uma técnica de geração de colunas. Em cada uma das modelagens, 

são resolvidos dois tipos de subproblemas: um gerador de padrões com perdas aceitáveis 

(perdas que serão permitidas na solução), e um gerador de padrões com sobras (em intervalos 

pré-definidos). Na primeira modelagem, são solucionados dois conjuntos de subproblemas 

(com perda e com sobra para cada um dos objetos distintos em estoque). Na segunda, existem 

apenas dois geradores, de forma que o tipo de objeto faz parte da solução. Em ambas as 

                                                 
1  Polinomial Não Determinístico Difícil, [26]. 
2  Empresa que atua no gerenciamento de decisões. 
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modelagens busca-se minimizar o custo total de produção, que envolve custo de processo de 

corte, custo de perda ou sobra de material.  

No Capítulo 2, é apresentado o Problema de Corte de Estoque 

Unidimensional. Serão discutidas algumas metodologias de resolução, com destaque ao 

Método Simplex com Geração de Colunas e também ao Método Branch-and-Bound. O 

Capítulo 3 trata do Problema de Corte de Estoque Unidimensional com Reaproveitamento de 

Sobras. São discutidos alguns trabalhos existentes na literatura, considerando abordagens com 

e sem limitações de estoque, que utilizam modelos matemáticos baseados no PCE clássico 

com a proposta de investigar o manuseio dos retalhos. No Capítulo 4, são propostas algumas 

abordagens de resolução para o PCES. O Capítulo 5 trata das simulações realizadas, e os 

resultados obtidos são discutidos no Capítulo 6. Por fim, são apresentadas as conclusões no 

Capítulo 7, no qual são discutidas as contribuições deste trabalho e algumas sugestões para 

trabalhos futuros.  
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CAPÍTULO 2 

PROBLEMA DE CORTE DE ESTOQUE UNIDIMENSIONAL (PCE) 

 

Neste capítulo será feita uma discussão a respeito do Problema de Corte de 

Estoque Unidimensional e as maneiras de resolvê-lo, de forma a permitir uma melhor 

compreensão acerca do objetivo da pesquisa: a resolução de um Problema de Corte de 

Estoque com Reaproveitamento de Sobras por meio do Método Simplex com Geração de 

Colunas, que será apresentado nos capítulos seguintes.  

O Problema de Corte é classificado como um problema de Programação 

Linear Inteira (PLI), pois as variáveis de decisão do problema são inteiras e positivas. Os 

principais modelos matemáticos para este problema surgiram na década de 1940, mas as 

principais pesquisas surgiram na década de 1960. A primeira documentação que trata do 

problema é devida ao economista russo Leonid Vitaliyevich Kantorovich [19], em que 

apresenta modelos matemáticos de programação linear para o planejamento e organização da 

produção. O PCE foi um dos problemas abordados em seu trabalho, escrito em russo em 

1939, mas traduzido para o inglês e publicado apenas em 1960 por causa da Guerra Fria.  

O estudo da programação linear tem raízes nos trabalhos de Fourier sobre 

inequações lineares, publicados em 1826, mas a programação linear ganhou grande impulso 

quando, durante a Segunda Guerra Mundial, um grupo formado por Dantzig, Wood e seus 

associados no Departamento da Força Aérea dos Estados Unidos, foi convocado para 

pesquisar a viabilidade de aplicar a Matemática e técnicas relacionadas para resolver 

problemas de planejamento e programação militar [24]. Em 1947, Dantzig divulgou a 

ferramenta desenvolvida pelo grupo: o Método Simplex. Em pouco tempo a programação 

linear foi aplicada a diversas áreas do conhecimento e os avanços computacionais também 

contribuíram para o aumento na utilização dessa ferramenta, permitindo resolver problemas 

de escalas maiores. Além disso, problemas aparentemente não relacionados com produção e 

planejamento podem ser expressos em termos de programação linear, e resolvidos pelo 

Método Simplex.  

Devido a importância e aplicabilidade dos Problemas de Corte de Estoque 

nas indústrias, muitos pesquisadores em todo o mundo tem concentrado esforços no 

desenvolvimento de métodos para sua resolução [25]. As primeiras tentativas consistiam em 

relaxar as condições de integralidade das variáveis e resolver o problema aplicando o Método 

Simplex. Obtido o resultado, a solução era truncada para o valor inteiro mais próximo e 

ajustes pós-otimização eram feitos, se necessários, para atender o restante da demanda.  



17 
 

As modelagens matemáticas e os métodos de resolução de maior 

repercussão na literatura foram publicados por Gilmore e Gomory [11], [12] e [13], que 

propuseram uma técnica de geração de colunas para obtenção de uma solução ótima contínua 

(isto é, modelo com a condição de integralidade relaxada). Esta técnica é utilizada para 

solucionar problemas lineares de grande escala. Métodos heurísticos também foram 

desenvolvidos para aumentar a eficiência do processo de arredondamento de variáveis [32], 

[36].  

Um trabalho que merece destaque, sobre Geração de Colunas em 

Otimização Inteira, encontra-se em Barnhart et al. [5]. Nesse trabalho, os autores procuraram 

unificar os vários trabalhos da literatura, apresentando uma estrutura geral para a geração de 

colunas e dando ideias gerais sobre a sua utilização em vários contextos. Carvalho [6] 

apresentou uma abordagem diferente para o problema geral de corte de estoque, formulado 

como fluxo em redes.  

Na próxima seção, será apresentada a formulação clássica para o PCE, e 

algumas metodologias utilizadas para sua resolução.  

 

2.1 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PCE  

 

O PCE consiste em cortar objetos de comprimento Lj, j ∈ J = {1,...,M} para 

produzir m diferentes tipos de itens de comprimento li, i ∈ I = {1,...,m}, li ≤ Lj, em 

quantidades di, i ∈ I, conhecidas, otimizando uma determinada função objetivo que pode ser: 

minimizar as perdas referentes ao processo de corte; o número de objetos cortados que atende 

a demanda; o custo dos objetos cortados; etc. Supõe-se que os objetos Lj são suficientes para a 

produção, isto é, para atender toda a demanda. Conforme os tamanhos dos itens 

encomendados, pode-se ter diversas maneiras possíveis de cortar os objetos em estoque, 

denominadas padrões de corte. O conjunto de índices do número de padrões de corte possíveis 

para o objeto de índice j será denotado por P(j). A cada padrão de corte para o objeto de 

índice j está associado um vetor m-dimensional, ajp =(a1jp,...,a mjp), p ∈ P(j) e aijp denotará o 

número de itens do tipo i no padrão de corte p no j-ésimo objeto , que será um padrão de corte 

se, e somente se o sistema  

 

é satisfeito.  
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Existe um número finito de padrões de corte. Porém, na prática, este número 

é muito grande. O padrão de corte que produz apenas um só tipo de item é chamado padrão de 

corte homogêneo, isto é, o vetor associado tem apenas uma coordenada não-nula: 

(0,...,aijp,...,0)
T 

, aijp 0. Um padrão de corte homogêneo é chamado maximal quando aijp é 

o número máximo possível do item de índice i cortado no padrão p. Note que sempre teremos 

m padrões homogêneos maximais, cujos vetores associados definem uma matriz diagonal. Um 

padrão de corte heterogêneo, por sua vez, possui mais de uma coordenada não nula, e é 

maximal quando o máximo possível do objeto de estoque é cortado. Uma vez definido os 

padrões de corte, o problema consiste em determinar quantas vezes esses padrões serão 

repetidos que satisfaça algum critério a ser otimizado. Define-se a variável xjp como o número 

de objetos de índice j cortados conforme o padrão de corte p. Então o problema de corte pode 

ser formulado como:  

 

A função objetivo visa minimizar o custo de cortar os objetos. A restrição 

2.2 garante que a demanda seja satisfeita, e a restrição 2.3 garante que a frequência com que o 

padrão de corte p é repetido seja um número não negativo. Além disso, esse modelo exige que 

as variáveis xjp sejam inteiras o que o torna difícil de ser resolvido computacionalmente. Em 

notação matricial o modelo pode ser escrito da seguinte maneira:  

 

em que A é uma matriz m × n de números inteiros cujas colunas representam os padrões de 

corte. É comum os problemas de corte possuírem um elevado número de padrões o que torna 

inviável a determinação de todos eles a priori, como suposto no modelo anterior.  

Na prática, uma perda é definida como sendo um retalho que não existe a 

possibilidade de reuso para um corte futuro, ao contrário da sobra que pode ser reutilizada. 

Um objetivo interessante a ser otimizado seria a minimização da perda e o surgimento de 
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sobras. Pode-se ver, por exemplo, em Cherri e Arenales (2005). A função objetivo para o 

problema de minimizar a perda é tal que:  

 

em que cjp define a perda no padrão de corte p no objeto de índice j, p∈ P(j). Note que 

minimizar a perda total é equivalente a minimizar o total de objetos cortados (cjp =1,∀j∈ J, p 

∈ P(j)). A demonstração pode ser encontrada no Apêndice A.  

Geralmente, os métodos de resolução para Programação Linear Inteira (PLI) 

estão fundamentados na obtenção de sucessivas soluções de subproblemas, fornecendo 

valores limitantes cada vez mais próximos da solução ótima do problema de PLI original. Os 

métodos de enumeração implícita como Balas e Branch-and-Bound, obtêm limitantes para o 

valor ótimo através de uma enumeração das soluções viáveis do problema, no sentido de que 

a análise de certas propriedades de cada subproblema evita a enumeração exaustiva (explícita) 

de todas as soluções inteiras viáveis, o que é geralmente impraticável. O algoritmo de Balas é 

utilizado para problemas de PLI em que cada uma de suas variáveis assumem apenas os 

valores 0 ou 1, diferentemente do método Branch-and-Bound que pode ser aplicado em 

qualquer problema de PLI. Também os métodos de planos de corte como, por exemplo, o 

Método de Plano de Corte de Gomory , obtêm limitantes para o valor ótimo através da 

redução do tamanho do conjunto de soluções viáveis de relaxações dos subproblemas, 

acrescentando restrições válidas (cortes) às restrições originais do problema. Algumas destas 

técnicas tornam-se inviáveis quando o problema envolve várias dezenas de itens a serem 

produzidos, pois demandam um alto tempo computacional. Assim, para lidar com o número 

exponencialmente grande de variáveis, pode-se então relaxar as condições de integralidade 

das variáveis e recorrer ao Método Simplex com Geração de Colunas. Partindo da solução 

obtida com o Método de Geração de Colunas, uma maneira de se obter uma solução viável 

inteira para o problema é através de heurísticas de arredondamento. Se esta solução inteira 

ainda for inviável para o problema inteiro é escrito e resolvido um outro problema com baixa 

demanda, chamado de Problema Residual, que Poldi [28] mostrou que também pode ser 

resolvido eficientemente pelo mesmo modelo linear.  

Em uma das modelagens apresentadas neste trabalho, é utilizado o Método 

Simplex com Geração de Colunas para resolver o PCES proposto com as condições de 

integralidade das variáveis relaxadas e, para obtenção da solução inteira, é aplicado o método 

Branch-and-Bound. Na outra modelagem, a obtenção da solução inteira é feita truncando a 
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solução contínua para o inteiro mais próximo. Se a solução apresentada for inviável ao 

problema é resolvido um Problema Residual.  

 

2.2 O MÉTODO SIMPLEX APLICADO AO PCE  

 

As dificuldades computacionais mencionadas na resolução do PCE tem sido 

contornada com a relaxação linear da condição de integralidade sobre as variáveis xjp e a posterior 

utilização do Método Simplex com Geração de Colunas, que fornece uma solução ótima e 

contínua para o problema. Este método de solução foi estudado por Gilmore e Gomory [11] e 

[12], e consiste basicamente em substituir um dos padrões de corte básicos (uma determinada 

coluna ajp) por outro padrão (determinado pela resolução de um subproblema) que melhore a 

solução básica atual. Gilmore e Gomory salientam que a solução contínua do problema relaxado é 

uma boa solução aproximada para o problema original, quando a demanda é suficientemente 

grande e exige uma alta repetição dos padrões de corte. Em busca da solução inteira heurísticas de 

arredondamento são aplicadas às soluções contínuas encontradas no problema relaxado. Mais 

detalhes podem ser encontrados em Stadtler [34], Wascher e Gau [36], entre outros.  

 

2.2.1 Descrição do Método  

 

Considere o seguinte problema de Programação Linear:  

 

em que A ∈ 
m×n 

com Posto(A)= m de números inteiros cujas colunas representam os 

padrões de corte e d é um vetor m-dimensional.  

A solução geral do sistema pode ser descrita da seguinte maneira. Considere 

uma partição das colunas da matriz A: 

 

onde B ∈ m×m não-singular e N ∈ m×(n−m) . A matriz B é chamada de matriz básica e a 

matriz N, não-básica. A mesma partição é feita no vetor das variáveis x =(xB,xN)T , onde xB é 

chamado vetor das variáveis básicas e xN vetor das variáveis não-básicas.  

Assim, o sistema Ax = d pode ser escrito da seguinte forma:  
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A solução particular de x obtida por: , é chamada 

solução básica. Se , então a solução básica é primal-factível e a partição 

básica também é dita primal-factível.  

Considere também a partição básica nos coeficientes da função objetivo 

 O vetor π ∈ m, dado por  é chamado de vetor multiplicador 

simplex. A função objetivo em termos das componentes das variáveis não-básicas pode ser 

escrita da seguinte maneira:  

 

onde ap ∈  corresponde à coluna p de N e  é o conjunto dos índices das colunas da 

matriz N. Os coeficientes das variáveis não-básicas  são chamados custos 

reduzidos ou custos relativos.  

Estratégia Simplex é o nome dado à seguinte pertubação da solução básica 

inicial, faz-se:  

 

Observe que diminuir o valor da função objetivo, com x ≥ 0, implica em 

escolher, necessariamente, uma componente xk de forma que o custo relativo desta seja 

estritamente menor que zero.  

A estratégia simplex produz uma nova solução dada por :  

 

e o valor da função objetivo é dado por:  

 

em , com 1 na k-ésima 

componente.  
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Note que a direção dir ∈ Rn, dada por dir = , 

define uma perturbação da solução básica e é chamada direção simplex. Se a solução for não 

degenerada, ou seja , de (2.8) e (2.9) segue que diré uma direção factível. Note 

ainda, que o produto escalar da direção dir com o gradiente da função objetivo é 

 e se o índice k for escolhido tal que , então a partir de (2.9) 

pode-se dizer que a direção é de descida.  

De (2.8), pode-se determinar o maior valor do passo , impondo :  

 

onde  é a i-ésima componente de .  

Para esta escolha de ,a r-ésima componente de  se anula 

, enquanto apenas uma variável de xN torna-se positiva  

(a menos de degeneração: ). Isto sugere uma nova partição básica A =(B′ ,N´) em que 

a r-ésima coluna de B é substituída por ak ∈ N. Esta nova partição é básica factível e a sua 

solução associada é dada por: .  

Pode-se escolher qualquer k tal que  < 0 para que uma nova 

solução básica factível seja gerada com um valor menor para a função objetivo. Um dos 

critérios mais utilizados para escolher o índice k, é o critério da Máxima Descida de Dantzig 

[18]. O critério de Dantzig escolhe o índice k tal que  

 

A solução ótima é obtida quando todos os custos reduzidos forem não 

negativos.  

No método Simplex, a cada iteração são percorridas as colunas 

correspondentes as variáveis não-básicas uma a uma para determinar a variável de entrada à 

base. A Técnica de Geração de Colunas oferece uma alternativa mais eficiente. Mostrou-se 

uma abordagem bem sucedida para resolver problemas de PLI.  

 

 

 

 



23 
 

2.3 A TÉCNICA DE GERAÇÃO DE COLUNAS  

 

Enquanto que a relaxação linear do modelo (2.1) supera a dificuldade 

inerente de encontrar uma solução para o programa inteiro, o procedimento de geração de 

colunas supre a dificuldade de armazenar todas as colunas (padrões de corte) da matriz A (2.4) 

a priori e testar, a cada iteração, todas as colunas não básicas para determinar aquela que 

apresenta o menor custo relativo.  

Baseado na decomposição de Dantzig-Wolfe, o Método de Geração de 

Colunas é uma das ferramentas mais importantes para se obter soluções aproximadas de 

problemas de PLI [23].  

 

2.3.1 Descrição da Técnica  

 

O procedimento de geração de colunas consiste em gerar uma coluna k, isto 

é, um novo padrão de corte, com a utilização do critério de Dantzig, que procura a variável xk 

com o menor custo relativo. A geração da coluna é feita através de um problema auxiliar, 

chamado de subproblema ou problema princing out, dado por:  

 

Considerando que os objetos de estoque tem comprimento L, ap 

=(a1p,...,amp) e os valores de cp, p =1,...,n, são constantes, podemos omitir cp da função 

objetivo e reescrever o subproblema como:  

 

que é um Problema da Mochila irrestrito, isto é, não há um limitante superior para a 

quantidade máxima de aip. Mais informações sobre o Problema da Mochila podem ser 

encontradas no Apêndice C. A primeira restrição assegura que todos os itens cortados não 

ultrapassem o tamanho do objeto (restrição física), e a segunda restrição garante que os 

padrões de corte sejam constituídos por números inteiros e positivos.  
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Se o menor dos custos relativos for maior ou igual a zero, a solução do 

problema relaxado é ótima. Caso contrário, a coluna de menor custo relativo entra na base e 

as iterações continuam com os passos usuais do Método Simplex.  

 

2.4 MÉTODO SIMPLEX COM GERAÇÃO DE COLUNAS  

 

Não sendo necessário conhecer todas as colunas da matriz A a priori, o 

problema de PLI (2.1) é formulado sem dificuldade, chamado de Problema Mestre (PM). A 

partir do PM é escrito um Problema Mestre Restrito (PMR), que possui apenas um 

subconjunto de colunas do PM. Então a técnica consiste em:  

1. Criar um PMR inicial e relaxar as condições de integralidade;  

2. Resolver o PMR relaxado utilizando o Método Simplex;  

3. Pelo fato do número das variáveis não básicas ser muito grande (pois na 

prática n >> m) resolver um subproblema, em que se maximiza a 

contribuição da coluna para a redução do valor da função objetivo;  

4. Verificar se existe alguma coluna que possa melhorar o valor atual da 

função objetivo, caso não exista, é feito alguns ajustes na solução 

encontrada para obtenção da solução inteira.  

Apesar do Método de Geração de Colunas ser muito eficiente, este 

procedimento tem problemas de estabilização e pode ter uma convergência lenta para a 

solução ótima do problema relaxado. No início do processo o valor da função objetivo 

decresce rapidamente, mas à medida que a solução se aproxima da ótima, este decréscimo é 

cada vez menor. Isto ocorre por causa das degenerações primais e pelas excessivas oscilações 

das variáveis duais [3]. Este comportamento é típico na geração de colunas e é conhecido 

como tail (cauda) [4].  

 

2.5 O MÉTODO BRANCH-AND-BOUND  

 

O Método Branch-and-Bound é muito eficiente em resolver problemas de 

programação não linear e linear inteira mista. O método foi originalmente desenvolvido por 

A. H. Land e A. G. Doig [22] para resolver problemas de PLI e foi posteriormente modificado 

por R.J. Dakin.  

Neste método o problema de PLI não é resolvido diretamente. 

Primeiramente resolve-se o problema com as condições de integralidade relaxadas. Se a 
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solução do problema contínuo for uma solução inteira, esta representa a solução ótima. Caso 

contrário, pelo menos uma das variáveis, por exemplo xp deve ser não inteira. Se xp não é 

inteira, pode-se sempre encontrar um inteiro [xp] tal que  

 

Então dois subproblemas são formulados, um com a restrição de limitante 

superior:  

 

e o outro com a restrição de limitante inferior:  

 

O processo de encontrar estes subproblemas é chamado de branching.  

Os dois subproblemas formulados são resolvidos como problemas 

contínuos. Pode-se observar que a solução de um problema contínuo forma um nó e de cada 

nó dois branches (ramos) podem surgir.  

O processo de branching e de resolver uma sequência de problemas 

contínuos continua até uma solução factível inteira ser encontrada para um dos dois 

problemas. Quando tal solução é encontrada, o valor da função correspondente torna-se um 

limitante superior sobre o valor mínimo da função objetivo. Com isto pode-se eliminar todas 

as soluções contínuas seguintes (nós) cujo valor da função objetivo são maiores que o 

limitante superior. Os nós que são eliminados são denominados fathomed (podados) porque a 

partir deles não é possível encontrar uma solução inteira melhor. O valor do limitante superior 

sobre a função objetivo é substituída quando um limitante melhor é obtido.  

Pode-se ver que um nó é podado se qualquer das condições seguintes são 

verdadeiras:  

1. A solução contínua é uma solução factível inteira;  

2. O problema não tem uma solução factível contínua;  

3. O valor ótimo do problema contínuo é maior que o limitante superior 

atual.  

O algoritmo continua a selecionar um nó para ramificações posteriores até 

todos os nós terem sido podados. O nó podado particularmente que tem a solução factível 

inteira com o menor valor objetivo dá a solução ótima para o problema de PLI.  
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CAPÍTULO 3 

PCE COM REAPROVEITAMENTO DE SOBRAS (PCES) 

 

Uma abordagem alternativa para o PCE surgiu na década de 80: o Problema 

de Corte de Estoque Unidimensional com Reaproveitamento de Sobras (PCES). Tem sido 

estudada desde 1986 com os trabalhos de Roodman [30], Scheithauer [31], Sinuany Stern e 

Weiner [33], Gradisar et al. [14], [15] e [16], Chu e Antonio [9], Kos e Duhovnik [21], 

Gradisar e Trkman [17], Abuabara [1], Cherri [7], Trkman e Gradisar [35], Koch et al. [20]. 

Este problema consiste em cortar peças menores (itens) de objetos em estoque, disponíveis 

em quantidade suficiente para atender aos pedidos de clientes (demandas) e, diferentemente 

do PCE, obter sobras deste processo que possam ser reutilizadas futuramente, minimizando 

uma função objetivo. Neste trabalho será apresentado um PCES cuja função objetivo é 

minimizar o custo total de produção. Neste tipo de problema, busca-se obter soluções mais 

eficientes através de um novo critério de seleção de uma solução, a respeito dos retalhos 

resultantes do processo de corte. Para isto, o objetivo não está limitado a minimizar as perdas, 

ou equivalentemente o número de objetos cortados, mas sim em realizar um planejamento do 

processo de corte tendo em vista a possibilidade de produção de sobras que possam ser 

reutilizadas futuramente. Esta abordagem baseia-se na observação de que a busca pela perda 

mínima nem sempre é a melhor opção, uma vez que pode-se obter soluções que reduzam ou 

mesmo eliminem as perdas por meio de um remanejamento dos itens nos padrões de corte 

para geração de sobras. De forma geral, a produção de sobras, em detrimento das perdas, 

implica na utilização de uma maior quantidade de objetos. Entretanto, uma abordagem que 

prevê o reaproveitamento de sobras pode ser interessante por evitar a geração de perdas e o 

corte de itens excedentes, em problemas onde estes ocorrem, proporcionando a conversão 

destes em sobras, especialmente nos casos em que os tipos de itens demandados sejam 

variáveis ao longo do tempo.  

Um dos primeiros trabalhos que trata deste tipo de problema foi escrito por 

Roodman (1986), em que é descrito um procedimento heurístico para resolver o mesmo PCE 

proposto por Gilmore e Gomory (1963), no qual os objetos em estoque possuem 

comprimentos diferentes e têm disponibilidades limitadas. O trabalho foi desenvolvido para 

uma indústria de corte de aço que tem em sua linha de produção o corte de alguns itens 

grandes. O objetivo principal é a minimização das perdas, entretando existe um objetivo 

secundário que é a possibilidade de concentrar os retalhos em poucos padrões de corte para 

que possam ser utilizadas no corte de futuros itens. O procedimento heurístico desenvolvido 
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consiste de três fases. Na primeira fase, a solução inicial é obtida pela relaxação do modelo 

utilizando uma técnica modificada de geração de colunas seguida de um arredondamento, que 

resulta em soluções inteiras. A segunda fase do procedimento heurístico considera os itens em 

excesso como sobras e as reorganiza concentrando em poucos padrões de corte. A terceira 

fase consiste em fazer melhorias na solução obtida trocando padrões de corte que utilizam 

longos objetos por objetos de comprimentos menores ou vice-versa. Esta abordagem 

apresentou bons resultados, segundo o autor.  

Com o objetivo de mostrar que se deve dar atenção à reutilização da matéria 

prima, Scheithauer et al.(1991), utilizando o modelo de corte de estoque unidimensional 

clássico, propôs investigar o manuseio de sobras empregando o Método Simplex e a Técnica 

de Geração de Colunas. Foram apresentados dois exemplos para ilustrar a estratégia 

desenvolvida. Estes exemplos apontam a dificuldade em considerar sobras e a melhora que 

pode haver na solução quando consideradas.  

O trabalho de Sinuany-Stern e Weiner (1994) considera o problema de corte 

de estoque com dois objetivos a serem alcançados simultaneamente: um consiste em 

minimizar o retalho (principal) e o outro em acumular a máxima quantidade de retalhos no 

último objeto a ser cortado para que este fosse maior que um determinado limitante 

(comprimento do menor item demandado) e retornasse ao estoque como sobra para ser 

utilizada futuramente. O algoritmo proposto foi desenvolvido para uma pequena oficina de 

Kibbutz Samar em Israel que trabalha com o corte de objetos de metal. O estoque da oficina 

era composto por objetos de comprimento padrão e sobras originadas de cortes anteriores. 

Para resolver este problema, a estratégia desenvolvida foi aplicar o Método Branch-and-

Bound, o qual iniciava com um limitante inferior simples para o número de objetos, isto é, o 

comprimento mínimo para atender demanda. Quando existia uma solução viável para o 

objetivo principal era resolvido o segundo objetivo, caso contrário, havia um aumento do 

número de objetos (um de cada vez) até obter uma solução viável. Os autores efetuaram 

simulações com alguns dados da indústria metalúrgica e concluíram que a abordagem foi bem 

sucedida.  

Gradisar et al. (1997) apresentaram um estudo sobre o Problema de Corte de 

Estoque em indústrias de tecido, as quais tinham o estoque composto por objetos (rolos) de 

diversos comprimentos. Para resolver este problema os autores propuseram um modelo bi-

objetivo para minimizar o número de itens que não são atendidos durante o processo de corte 

e a perda total (soma de perdas inferiores a um limitante). Embora tendo proposto este 

modelo, não o utilizaram para resolver o problema, talvez pela complexidade computacional 
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e, desta forma desenvolveram um procedimento heurístico, denominado COLA 

(COmputerized LAying out), o qual pode ser considerado como um algoritmo guloso. 

Segundo os autores, os testes computacionais realizados com problemas gerados 

aleatoriamente mostraram um bom desempenho desse algoritmo.  

Gradisar et al. (1999a) apresentaram um estudo sobre o PCE com diferentes 

situações que podem ocorrer na prática, dentre elas, o aproveitamento de sobras e o estoque 

composto por objetos de comprimentos distintos. Para resolver este problema, os autores não 

utilizaram o modelo proposto, mas desenvolveram um procedimento heurístico denominado 

CUT, o qual utiliza o Problema da Mochila (Gilmore e Gomory [12]). Segundo os autores, 

CUT é uma versão melhorada e generalizada do algoritmo COLA (Gradisar et al. [14]) e 

encontra soluções melhores em um tempo computacional muito baixo.  

No trabalho de Gradisar et al. (1999b), é proposta uma abordagem para 

resolver um PCE, cujo o estoque é composto por poucos objetos com comprimentos distintos, 

sendo que somente uma pequena parte do estoque pode conter todos os comprimentos 

diferentes, que são sobras dos cortes anteriores. Esta abordagem, que combina programação 

linear e procedimento heurístico, é baseada em alterações no algoritmo COLA (Gradisar et al. 

[14]). Além de atender a demanda dos itens, a abordagem busca também acumular retalhos 

em um único objeto cortado para que possam ser utilizados no futuro. Neste trabalho, os 

autores apresentaram apenas um exemplo para ilustrar o desenvolvimento do método proposto 

e não fizeram qualquer comentário sobre possíveis testes realizados.  

O trabalho desenvolvido por Chu e Antonio (1999) considera um PCE real 

em uma metalúrgica, cujos tubos metálicos podem ser circulares, quadrangulares, 

triangulares, entre outros. O objetivo é minimizar os custos com a perda, tempo de corte 

necessário para a produção dos itens (peças) e os possíveis sobras que podem ser geradas 

durante o processo de corte. Para resolver este problema, os autores consideram um PCE 

típico com algumas restrições técnicas que surgem na indústria de cortes de metal, como por 

exemplo a tolerância. Existem duas categorias para a tolerância: estrita e normal. Itens com 

tolerância estrita são entregues ao cliente com comprimento exato e em boa qualidade (sem 

deformações geométricas e composição química uniforme). Em itens com tolerância normal, 

estas exigências não são consideradas. A função objetivo não é linear, assim um algoritmo de 

programação linear, para resolver este problema, não pôde ser aplicado. Deste modo, os 

autores mostraram que é possível resolvê-lo utilizando programação dinâmica, porém, devido 

a complexidade computacional, sua utilização era impossível quando problemas reais eram 
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considerados. Contudo, após algumas modificações nesse algoritmo, os autores concluíram 

que soluções muito satisfatórias foram obtidas.  

Diferentemente dos trabalhos anteriores citados, Kos e Duhovnik (2002) 

utilizaram um algoritmo genético híbrido para resolver um PCE. O objetivo era minimizar as 

perdas considerando a possibilidade de retalhos retornarem ao estoque, desde que fossem 

superiores a um determinado limitante fornecido pelo planejador, baseado no tipo e 

planejamento da produção. Considerando que o estoque era composto por objetos de 

diferentes comprimentos, os autores utilizaram a formulação Variable-Sized Bin Packing 

Problem (VBPP). Como os autores consideram o aproveitamento de retalhos, para manter o 

estoque com quantidades razoáveis de sobras estes objetos tem prioridade de uso em relação 

aos demais objetos do estoque (objetos padronizados). Segundo os autores, o método proposto 

apresentou boas soluções para o problema.  

Gradisar e Trkman (2005) mostraram que os métodos existentes até então 

para resolver problema de corte poderiam ser melhorados fazendo uma combinação de 

métodos exatos e procedimentos heurísticos. Os autores desenvolveram uma abordagem na 

qual combinam o procedimento heurístico CUT (Gradisar et al. [15]), que resolve a maior 

parte do problema, e o método Branch-and-Bound, que resolve o problema residual final. O 

objetivo da combinação desses dois métodos era obter perda mínima em um tempo 

computacional aceitável. Ao final do processo, os retalhos gerados, se suficientemente 

grandes, são aproveitadas no futuro. O algoritmo proposto foi denominado de C-CUT 

(Combined Cutting). A ideia básica do C-CUT é encontrar uma solução temporária com o 

algoritmo CUT e então melhorá-la resolvendo um subproblema como método exato. De 

acordo com os autores, os testes computacionais realizados mostraram que a nova abordagem 

foi superior em relação ao algoritmo CUT.  

Abuabara (2006) aplicou o PCES em uma empresa brasileira que tem em 

sua linha de produção o corte de tubos estruturais metálicos para a produção de aeronaves 

agrícolas. Para resolver o problema, o autor propôs dois modelos matemáticos, os quais foram 

resolvidos utilizando um software comercial. O primeiro modelo corresponde ao modelo de 

Gradisar (1997), porém reescrito como um Problema Inteiro Misto (PIM) e, o segundo 

consiste em simplificações realizadas no modelo anterior. Com algumas alterações nos dois 

modelos, os autores também apresentaram a possibilidade de planejar a produção em 

multiperíodos. O autor concluiu que os testes computacionais realizados, considerando o 

objetivo de minimizar a perda gerada, mostrou um melhor desempenho no segundo modelo 

em relação ao primeiro e as soluções apresentadas pela empresa.  
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O trabalho de Cherri et al. (2006) considera o PCES, cujo o estoque é 

composto por objetos padronizados (comprados pela empresa) ou não padronizados (sobras 

de cortes anteriores). Para resolvê-lo alterações foram realizadas em procedimentos 

heurísticos (construtivos e residuais) clássicos da literatura. Os procedimentos heurísticos 

construtivos FFDR e GulosaR, foram desenvolvidas a partir dos procedimentos clássicos FFD 

(First Fit Decreasing) e Gulosa, com a finalidade de gerar padrões com perdas pequenas ou 

sobras. Heurísticas residuais também foram alteradas, estas consistem em obter uma solução 

contínua a partir da relaxação do problema linear proposto por Gilmore e Gomory (1963) e 

utilizando alguma técnica de arredondamento obter uma solução inteira. Com esta estratégia a 

demanda pode não ser atendida completamente devido ao arredondamento das soluções, o 

problema residual resultante é resolvido a partir de procedimentos heurísticos. Para o PCES 

os autores alteraram as Heurísticas Residuais FFD e Gulosa. As Heurísticas Residuais FFDR e 

GulosaR consistem em obter uma solução inteira aproximada determinada por um 

truncamento trivial dado pelo inteiro inferior ao fracionário obtido, se ainda restar demanda 

residual, aplica-se os procedimentos heurísticos FFDR e GulosaR. Outros procedimentos 

heurísticos residuais alterados para resolver o PCES foram propostos por Poldi e Arenales 

(2005). As Heurísticas Residuais de Arredondamento Guloso (RAG -versões 1, 2 e 3) 

originaram as Heurísticas RAGR versões 1, 2 e 3. Se a perda/sobra estiverem em um intervalo 

aceitável nos padrões gerados, estes são aceitos; caso contrário, são desfeitos. Após analisados 

todos os padrões, aplica-se a Heurística FFDR na demanda residual formada pelos padrões 

desfeitos. Segundo os autores, suas heurísticas obtiveram um desempenho superior que suas 

versões clássicas.  

O trabalho desenvolvido por Trkman e Gradisar (2007) tem como objetivo a 

minimização da perda ou dos custos sobre um determinado período de tempo, pois o estudo 

foi realizado considerando um PCE multiperíodo. Esses períodos podem significar turnos de 

trabalho (horas), dias, ou semanas. Em cada período é resolvido um PCE. A disponibilidade 

dos objetos e a demanda dos itens dependem de cada período, porém podem ser transferidos 

de um para outro durante o processo de resolução. Os autores consideram um estoque 

composto por objetos de comprimentos distintos e consideram a possibilidade de retalhos 

retornarem ao estoque, desde que sejam superiores a um determinado limitante. Como o 

problema se insere em multiperíodos, a sobra gerada em um determinado período é 

armazenada para ser cortada no período seguinte. Os autores propuseram dois modelos, pois o 

primeiro deles não apresentou resultados satisfatórios para o PCE multiperíodo. O segundo 

modelo proposto, baseado no primeiro, tinha como objetivo a minimização das perdas e 
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incluía custos de retornar sobras para o estoque. Segundo os autores, a solução deste modelo 

apresentou uma pequena perda, utilizando poucos objetos e retornando uma pequena 

quantidade de sobras ao estoque.  

Koch (2008) centrou-se em um processo de corte em uma madeireira 

visando minimizar os custos de produção que depende do número de repetição dos padrões de 

corte e a movimentação de compartimentos que contém a matéria-prima. Além disso, após o 

processo de corte, os retalhos gerados nos padrões de corte podem retornar ao estoque desde 

que o seu comprimento seja aceitável. Para resolver este problema, a abordagem utilizada foi 

baseada em programação linear e possibilita ao planejador de produção especificar o 

comprimento máximo aceitável para a perda e quais são os limitantes (inferior e superior) 

para o comprimento de uma sobra. Ao final do processo de corte, os planos gerados com 

perdas e custos são apresentados ao planejador para que ele escolha qual solução será 

implementada. De acordo com os autores, as soluções obtidas foram bem aceitas pela 

empresa.  

Pinto (2008), em sua dissertação de mestrado, apresentou uma modelagem 

matemática apresentando três abordagens de resolução fundamentadas em minimizar o 

comprimento total a ser cortado e gerar sobras que são reaproveitadas em cortes futuros, e 

duas abordagens de resolução que combina a minimização do comprimento total a ser cortado 

e geração de sobras. Segundo Pinto (2008), pode-se considerar que as estratégias de utilizar 

soluções ótimas ou quase-ótimas do PCER para obtenção de soluções para o PCES 

maximizando as sobras e distribuindo-as no menor número de objetos apresentaram bons 

resultados.  

Para o desenvolvimento das abordagens de resolução do PCES propostas, 

em especial foram estudadas as abordagens de Scheithauer et al. [31], Koch et al. [20] e Pinto 

[27]. Estes trabalhos são descritos nas seções seguintes.  

 

3.1 MODELO PROPOSTO POR SCHEITHAUER ET AL. (1991)  

 

No problema apresentado por Scheithauer et al. (1991), itens Ti de 

comprimento li e demandas di, i =1,...,m deveriam ser cortados de objetos de comprimento Lj, 

j=1,...,M, onde o número desses objetos era suficiente para satisfazer a demanda total de 

itens.  

Para fazer o reaproveitamento de sobras, foi utilizada a estratégia de 

associar um custo vj a cada objeto de comprimento Lj, j=1,...,M e criar sobras Rk de 
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comprimento rk com um valor wk, k =1,...,r que poderiam ser produzidas no processo de corte 

quando fosse necessário. O objetivo do problema consiste em atender a demanda, 

minimizando o custo dos objetos utilizados menos o valor da sobras obtidas.  

Com a finalidade de descrever o modelo proposto por Scheithauer et al. 

[31], considere que o vetor representa o p-ésimo padrão de corte 

do j-ésimo comprimento de estoque, p =1,...,nj, j =1,...,M, onde nj é o número de padrões de 

corte admissíveis, isto é, os padrões tal que , de 

comprimentos de estoque Lj. No modelo a variável inteira xjp representa o número de vezes 

que o padrão de corte ajp é utilizado. Desta forma, a formulação matemática é dada por:  

 
A função objetivo (3.2) minimiza o custo de utilizar os objetos menos o 

valor das sobras. A restrição (3.3) garante que a quantidade de itens produzidos seja maior ou 

igual a demanda. Por fim, a restrição (3.4) garante que as repetições xjp de cada padrão de 

corte seja um número inteiro e não negativo.  

O modelo matemático (3) tem a mesma estrutura que o modelo tradicional 

de corte de estoque unidimensional, de tal maneira que, pode-se empregar o Método Simplex 

e a Técnica de Geração de Colunas como estratégia de solução.  

Dado um conjunto de m vetores colunas linearmente independentes que 

formam uma base B do problema relaxado (xjp ≥ 0,real) e seja π =(π1,...,πm)
T 

o vetor 

multiplicador simplex, então o subproblema gerador de colunas é o seguinte:  
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para cada objeto de comprimento Lj, j=1,...,M.  

Conclui-se a ideia escolhendo a coluna, ou o padrão de corte, no qual  

 

Feito isto analisa-se o valor de c , se este é maior ou igual a zero então a 

base corrente B (o conjunto de padrões de corte escolhido) é um ótimo com respeito ao 

problema relaxado. Caso contrário, uma nova coluna (um padrão de corte ou um vetor 

unitário correspondente as variáveis de folga) é obtida e o algoritmo simplex continua. Para a 

computação de Zj os autores definiram 

 Note que f(l) é o valor ótimo 

do Problema da Mochila com right hand side (RHS) l. Desta forma Zj pode ser reescrito da 

seguinte maneira:  

 

E foi assumido que 
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Por (1), (2) e (3) existe uma solução ótima de (3.10) com  

 

sendo reduzida a  

 

Se (1), (2) e (3) ou (3.14) são válidos segue que  

 

Os autores concluiram que deve-se ter cautela com a escolha dos valores 

para as sobras pois altera significativamente a função objetivo resultando também numa 

variação da quantidade de objetos cortados. Sem a utilização de sobras definidas inicialmente 

os resultados foram piores no sentido de que houve grandes perdas, que aqueles utilizando os 

padrões de corte com tais sobras que gerou muito menos perda, mas com o uso de mais 

objetos.  

 

3.2 APLICAÇÃO EM UMA INDÚSTRIA DE PROCESSAMENTO DE MADEIRA APRESENTADA POR 

KOCH ET AL. (2008)  

 

O trabalho de Koch et al. (2008) centra-se em um processo de corte em uma 

indústria de processamento de madeira em que o material de estoque é cortado de modo a 

fornecer os itens exigidos pelos clientes nas qualidades, tamanhos e quantidades desejadas.  

Nordlam GmbH é uma companhia de operação internacional desta idústria 

de processamento de madeira que produz vigas em vários tamanhos e qualidades em sua 

fábrica Magdburg. Estas vigas são fabricadas colando lâminas de madeira em um processo de 

produção multiperíodo. O cliente faz a encomenda e é verificado se as vigas que estão no 

estoque servirão para satisfazer o que foi encomendado ou novas vigas serão produzidas. O 

caso considerado no trabalho é que o pedido é satisfeito com as vigas do depósito. O 

problema então é cortar nos comprimentos desejados. O processo de corte está fortemente 
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ligado ao processo de tranporte e os processos de inventário que não podem ser 

negligenciados no planejamento de corte.  

Planejamento do corte analisa uma família de produtos, produtos que podem 

ser agrupados com respeito as características tais como largura, altura e qualidade.  

No depósito há dois tipos de vigas, uma chamada de material padrão que 

tem 24 m e as sobras.  

O plano de corte fica determinado tendo a lista dos materiais disponíveis e 

os comprimentos em que estes materiais serão cortados.  

As vigas são armazenadas em compartimentos móveis com comprimentos e 

qualidades diferentes. Esses compartimentos são movidos do depósito para a área de corte. Os 

objetos requeridos ficam e o compartimento retorna ao depósito. Para satisfazer a demanda 

total pode ser que necessite mover mais de um compartimento do depósito.  

O corte é feito e os tamanhos gerados que não fazem parte das encomendas, 

os retalhos, voltam para o depósito ou não, dependendo de seu comprimento.  

Segundo os autores, Nordlam GmbH afirmavam que o processo que eles 

adotavam não era bom. Os custos eram elevados (perda e o custo de planejamento). 

Normalmente, o planjamento era feito três dias antes do pocesso efetivo de corte. O 

planejador, um trabalhador da indústria, determinava quais pedidos seriam cortados, a 

quantidade de material de estoque que seria usado e os planos de corte que seriam aplicados. 

O planejador levava um dia para fazer isso.  

Com relação aos custos tem-se os custos de materiais (o que foi 

encomendado e a perda), os custos de manueio e transporte (isto é, buscar o compartimento 

para a área de corte e devolvê-lo depois) e o custo de inventário (as quantidades e o tempo em 

que as vigas ficam estocadas). Como o pedido do cliente tem de ser satisfeito, este custo está 

fixo e como os pedidos são aleatórios os custos de inventário não são especificados.  

Segundo os autores minimizar a soma de material e os custos de manuseio 

acaba reduzindo os outros fatores de custo. Eles concluíram que a entrada de material padrão 

e a criação de novas sobras deve ser controlável. Além de reaproveitar as sobras, o problema 

requer uma análise de custo associado ao manuseio de compartimentos móveis. Desejando 

reduzir o custo do processo de corte e manuseio dos compartimentos , os autores apresentam 

uma abordagem de solução baseada num modelo de programação linear. Esta abordagem 

alguns componentes que devem ser apresentados pelo planejador. Ele deve entrar com a perda 

aceitável máxima e os limitantes superior e inferior das sobras, os pedidos dos clientes e o 

material disponível. A partir daí um modelo de programação linear é resolvido.  
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Com as seguintes condições: 

 

Um padrão de corte p no objeto de índice j é representado por um vetor ajp = 

{a1jp,...,amjp} que deve satisfazer as seguintes propriedades:  
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Um padrão de corte é dito factível se uma das condições valem:  

1. O objeto disponível de comprimento Lj é usado completamente, isto é,  

 

2. O retalho é suficientemente pequeno para ser aceito como perda, isto é,  

 

3. O retalho tem um comprimento que é aceito como sobra, isto é,  

 

Assim o modelo apresentado por Koch et al.(2008) é dado por:  

 

A função objetivo (3.15) apresenta os custos do poblema. O primeiro termo 

inclui os custos de perda e as sobras enquanto o segundo termo o custo de movimntação dos 

compartimentos. A restrição 3.16 garante que a demanda seja satisfeita. A (3.17) é 

caracterizada por uma restrição de estoque, garantindo que para cada tipo de material somente 

o número disponível de objetos sejam usados. (3.18) limita o número de objetos de índice j. 

Em particular para j=1 tem-se o material padrão. Restrição (3.19) garante que o número de 
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vezes que o padrão de corte é utilizado é inteiro. E (3.20) indica se um compartimento k está 

sendo usado ou não.  

Os autores confeccionaram um software em plataforma Windows, que ao 

iniciar um planejamento, as informações são importadas diretamente do banco de dados da 

indústria. Entre esses dados estão os comprimentos e as quantidades correspondentes aos 

pedidos dos clientes, bem como o inventário disponível juntamente com o número dos 

compartimentos em que está armazenado. Se necessário o planejador especifica outros 

parâmetros, como por exemplo, os intervalos de sobra e os custos por unidade de compimento 

de perda.  

Os resultados da otimização são posteriormente apresentados ao planejador 

e cabe a ele selecionar um para ser executado. No intuito de apoiá-lo na sua decisão, as 

informações adicionais sobre os fatores de custos (informação explícita de perda, custo de 

manuseio dos compartimentos), e os correspondentes padrões de corte são apresentados pelo 

software.  

Segundo os autores o sistema de suporte à decisão foi bem aceito pelo 

planejador já que os resultados apresentados foram melhores que os seus planos gerados 

manualmente. Do ponto de vista econômico o suporte à decisão é também muito satisfatório. 

Todavia o surgimento de um conjunto de dados que continha um grande número de padrões 

de corte demonstrou uma deficiência deste sistema, a impossibilidade de gerar o modelo de 

otimização descrito.  

 

3.3 ESTRATÉGIAS DE RESOLUÇÃO POR MEIO DE DOIS OBJETIVOS PROPOSTAS POR PINTO (2008)  

 

Pinto (2008) apresenta uma modelagem matemática para o Problema de 

Corte de Estoque unidimensional, com Reaproveitamento de Sobras, e propõe diferentes 

abordagens de resolução. Este tipo de problema tem grande importância para o planejamento 

da produção, e a abordagem de reaproveitamento de sobras pode representar uma enorme 

vantagem econômica ao reduzir os efeitos negativos associados a perda de material. O 

trabalho desenvolvido visa resolver o problema apresentado com cinco abordagens de 

solução:  

 três fundamentadas em duas etapas:  

 - primeira etapa (comum às três): minimizar comprimento total a ser 

cortado;  

- segunda etapa: gerar sobras que possam ser reaproveitadas futuramente.  
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 duas em uma única etapa, que tenta combinar os objetivos das etapas 

descritas anteriormente.  

Apresenta três modelos matemáticos para o PCE. O modelo matemático 

para o problema de corte de estoque unidimensional, considerando o objetivo de minimizar o 

número de objetos a serem usados, o modelo com vários tipos de barras em estoque, em 

quantidades limitadas, considerando o objetivo de minimizar a perda produzida e o modelo 

em que é conhecido um limitante superior para o número de objetos necessários para o 

atendimento da demanda. Estes problemas foram formulados da seguinte maneira:  

O primeiro modelo, denominado Problema de Corte de Estoque 

Unidimensional Clássico (PCEC) é formulado da seguinte forma:  

 

 

A função objetivo (3.21) minimiza o total de objetos em estoque a serem 

cortados. A restrição (3.22) garante que a quantidade de itens produzidos seja exatamente 

igual à demanda e, a (3.23) garante que a repetição de cada padrão de corte de índice p seja 

um número inteiro não negativo.  

O segundo modelo, denominado Problema de Corte de Estoque 

Unidimensional Restrito (PCER) é escrito como:  
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O terceiro modelo possui um limitante superior K, que é conhecido, para o 

número de objetos necessários para o atendimento da demanda. 

 

A função objetivo (3.24) minimiza o número de objetos utilizados. A 

restrição (3.25) garante o atendimento à demanda dos itens, a restrição (3.26) garante que se o 

padrão de corte de índice k for utilizado, então ele satisfaz a restrição física. Por fim, as 

restrições (3.27) e (3.28) definem os tipos de variáveis do problema.  

Apresenta um modelo para o Problema de Corte de Estoque Unidimensional 

com Reaproveitamento de Sobras (PCES), que consiste em, dado um estoque composto por 

objetos de vários comprimentos, cuja disponibilidade é limitada, mas, suficiente para o 

atendimento de uma demanda de itens, encontre um conjunto de padrões que atenda a 

demanda diminuindo as sobras ao nível mínimo, gerando o mínimo de perdas e o máximo de 

sobras, e que estas sobras estejam distribuídas no menor número de objetos.  
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Nestas condições o modelo PCES consiste em:  

 

A diferença entre os modelos do PCER e PCES é que neste último foi feita 

uma distinção entre os padrões viáveis, aqueles que geram sobras.  

Os resultados obtidos após as primeiras simulações foram:  

Propriedade 1: solução ótima do PCES também é do PCER;  

Propriedade 2: se a soma das perdas da solução do PCER é menor que S, 

então esta solução é ótima para o PCES.  

Estas propriedades indicaram que é uma boa tática modelar heurísticas 

baseadas em obter o conjunto das soluções ótimas ou quase ótimas do PCER e, em seguida 

buscar nesse conjunto soluções que maximizem as sobras, distribuindo-as no menor número 

de objetos. Com isso Pinto (2008) propôs cinco estratégias de resolução para o PCES. Três 

estratégias desenvolvidas possuem duas etapas:  
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que consiste em selecionar os objetos que deverão ser cortados para atender 

a demanda, minimizando o comprimento total a ser cortado. Esta estapa é comum às três 

estratégias.  

A função objetivo (3.29) minimiza o comprimento total utilizado para 

atender a demanda. A restrição (3.30) garante que a quantidade de itens produzidos seja igual 

à demanda. A restrição (3.31) funciona da seguinte forma: se o objeto de índice j está sendo 

usado (yj =1) a mesma equivale a uma restrição de mochila, por outro lado, se o objeto de 

índice j não está sendo usado (yj =0) a restrição obriga que aij =0, i =1,...,m. Por fim, as 

restrições (3.32) e (3.33) definem as variáveis do problema.  

Segunda etapa: é encontar um conjunto de padrões que atenda a demanda 

diminuindo as sobras ao nível mínimo, gerando o mínimo de perdas e o máximo de sobras, e 

que estas sobras estejam distribuídas no menor número de objetos.  
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Esta estratégia minimiza as perdas visando a geração de sobras.  

A função objetivo (3.34) minimiza as perdas e sobras do processo. A 

restrição (3.35) garante que o número de objetos utilizados para concentrar as perdas seja 

igual ao número R previamente fixado. A restrição (3.36) corresponde ao atendimento exato 

das demandas dos itens. As restrições (3.37) e (3.38) juntas, indicam para cada objeto, que o 

comprimento remanescente do corte dos itens deve estar no intervalo [S,Lj] quando wj =1 (o 

objeto deve concentrar perdas), ou deve estar no intervalo [0,S) quando wj =0 (o objeto não 

deve concentrar perdas). Como as variáveis do problema são inteiras, na restrição (3.37), (1 − 

wj) foi multiplicado por (S − 1) para que o comprimento remanescente do corte dos itens 
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esteja no intervalo [0,S) quando wj =0. Por fim, as restrições (3.39) e (3.40) definem as 

variáveis do problema.  

 

 

Esta estratégia minimiza as perdas, na forma de uma variável, visando a 

geração de sobras.  

A função objetivo (3.41) minimiza as perdas do processo. As restrições 

(3.42)e(3.43) são semelhantes às (3.35) e (3.36), respectivamente. A restrição (3.44) em 

conjunto com a restrição (3.45), visa gerar sobras quando wj =1 e ficam inativas quando wj =0. 
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As restrições (3.46) e (3.47) juntas, definem perdas quando wj =0 e ficam inativas quando wj 

=1. Por fim, as restrições (3.48) - (3.50) definem as variáveis do problema.  

 

 

As restrições do modelo da segunda etapa é parecida com a da primeira 

etapa, mas a função objetivo bem diferente.  

 

Esta estratégia maximiza as perdas em um número reduzido de objetos.  

O objetivo (4.33) maximiza as perdas nos objetos de índices j = N − (R − 

1),...,N. A restrição (4.34) garante que a quantidade de itens produzidos seja igual à demanda. 

A restrição (4.35) é uma restrição física de mochila e, a restrição (4.36) define a variável do 

problema. Observe que ao fazer R =1, optou-se por concentrar as perdas no último objeto e, 

neste caso, foi feita uma ordenação decrescente dos comprimentos dos objetos, isto é, L1 ≤ ... 

≤ LN. Optou-se ordenar os objetos desta forma para que o modelo priorizasse cortar os objetos 

de comprimentos menores que são possivelmente sobras de outros processos de corte 

realizados anteriormente. As outras duas estratégias são:  

 

 

Com a mesma nomenclatura das estratégias 1, 2 e 3 o modelo consiste em  
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A função objetivo (3.55) minimiza o comprimento total cortado para atender 

a demanda. A restrição (3.56) garante que o número de objetos que o modelo usa para 

acumular perdas seja igual a R. A restrição (3.57) garante que a quantidade de itens 

produzidos seja igual à demanda. As restrições (3.58) e (3.59) são equivalentes às (3.37) 

(3.38) e, juntas indicam para cada objeto selecionado (yj =1), que o comprimento 

remanescente do corte dos itens, deve estar no intervalo [S,Lj] quando wj =1 (o objeto deve 

concentrar perdas), ou deve estar no intervalo [0,S) quando wj =0 (o objeto não deve 

concentrar perdas). Por fim, as restrições (3.60)-(3.62) definem as variáveis do problema.  

 

 

Explora o modelo da estratégia 2. 
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Nestas duas últimas estratégias tenta-se combinar objetivos da primeira e da 

segunda etapa no intuito de gerar sobras.  

A função objetivo (3.65) minimiza a perda e o comprimento total cortado 

para atender a demanda. A restrição (3.64) define o número de objetos onde serão acumuladas 

as perdas e a restrição (3.66) garante que a quantidade de itens produzidos seja igual à 

demanda. Para cada objeto selecionado (yj =1), a restrição (3.67) em conjunto com a restrição 

(3.68), visam gerar sobras quando wj =1 e ficam inaivas quando wj =0, agindo de forma 

similar às restrições (3.44) e (3.45). Do mesmo modo que as restrições (3.46) e (3.47), as 

restrições (3.69) e (3.70) juntas, definem perdas quando wj =0 e ficam inativas quando wj =1. 

Por fim, as restrições (3.71)-(3.73) definem as variáveis do problema.  

Concluiu-se que selecionar objetos que atendam a demanda e concentrar as 

sobras no menor número desses objetos é uma boa estratégia de solução já que na prática as 

indústrias privilegiam manter as perdas no seu patamar mínimo (que é equivalente a 

minimizar o comprimento total cortado).  

Os exemplos analisados mostraram que a estratégia 5 se destacou em 

relação as outras quatro estratégias relatadas anteriormente e em relação ao algoritmo iterativo 
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de Sinuany-Stern e Weiner [33], as heurísticas de Cherri [7]. A estratégia 1 não teve grandes 

resultados. E as outras estratégias tiveram seus bons resultados entre uns e outros.  

Se permitido um corte excedente para o atendimento da demanda percebeu-

se que a tática de minimizar o comprimento total a ser cortado não é a melhor para selecionar 

os objetos na primeira etapa, pois ao selecionar os objetos já é necessário visar a geração de 

sobras, ficando para uma segunda etapa a obtenção dos padrões de corte que melhor 

correspondem a isto.  
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CAPÍTULO 4 

ESTRATÉGIAS DE RESOLUÇÃO PARA O PCES 

 

Algumas observações foram feitas a respeito de características dos modelos 

apresentados nas seções 3.1 e 3.2, as quais poderiam ser modificadas, e então foram tomadas 

como base para o desenvolvimento das abordagens propostas neste trabalho. Conforme 

apresentado, o modelo de Scheithauer et al. [31] considera sobras de comprimentos pré-

definidos, com um valor associado a cada comprimento, os quais poderiam ser produzidos no 

processo de corte quando fosse necessário. Entretanto, observa-se que definir o comprimento 

das sobras, bem como atribuir valores, pode não ser uma tarefa simples, e pode alterar 

significativamente o resultado final. No trabalho desenvolvido por Koch et al. [20], por sua 

vez, existe a necessidade de se conhecer todos os padrões de corte possíveis, o que torna 

intratáveis problemas com dezenas de itens a serem produzidos. Nesse sentido, é proposta 

uma metodologia de resolução por geração de colunas, que permite a resolução de problemas 

maiores, em que as sobras são geradas a partir de subproblemas, com comprimentos em um 

intervalo definido pelo planejador. Para isso, os subproblemas geradores de padrões de corte 

foram escritos a partir do trabalho de Scheithauer et al. [31], na forma de um problema de 

mochila. Além disso, foi utilizada a função objetivo apresentada por Koch et al. [20] porém 

desconsiderando a movimentação de compartimentos, e foram acrescentadas restrições que 

estabelecem intervalos não-aceitáveis para os retalhos, consideração que não é feita por eles. 

Nesta metodologia proposta, foi utilizada a definição de padrão dada em Koch et al. [20], o 

que não torna trivial a definição de um único tipo de gerador de colunas. Por isso, foram 

desenvolvidos dois tipos de geradores de colunas (perdas e sobras, excluindo intervalos não-

aceitáveis), como será apresentado a seguir.  

Assim, como metodologia para resolução do PCES, foram sugeridas quatro 

diferentes abordagens para este problema, utilizando o Método Simplex com Geração de 

Colunas. Nas três primeiras abordagens, após encontrar a solução do PCES com as condições 

de integralidade das variáveis relaxadas, a solução inteira do problema é obtida através do 

Método Branch-and-Bound. Na última abordagem, a solução inteira é obtida arredondando a 

solução contínua para o inteiro mais próximo, e resolvendo um problema residual se a solução 

inteira obtida for inviável. Cada uma das abordagens propostas são mostradas a seguir.  
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4.1 ABORDAGEM M1P&R  

 

Nesta primeira abordagem de resolução, o PCES é modelado 

desconsiderando limitações no estoque, isto é, a quantidade de material disponível é suficiente 

para atender à demanda, e todo tipo de objeto está disponível quantas vezes for necessário, ou 

seja, disponível enquanto for vantajoso para o processo de corte.  

 

4.1.1 Modelagem Matemática Proposta I  

 

Dessa forma, para esta abordagem, o PCES é definido como a seguir:  

 

 

Neste modelo, a função objetivo (4.1) minimiza o custo do processo de 

produção; a restrição (4.2) garante que a demanda seja satisfeita; a restrição (4.3) estabelece a 

condição de integralidade das variáveis. O processo de geração de colunas foi dividido em 

dois grupos de geradores, apresentados a seguir: um que produz padrões com perdas 

aceitáveis e o outro que produz padrões com sobras.  
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As restrições (4.5) e (4.6) garantem que o retalho existente no padrão de 

corte gerado esteja em um intervalo de perda aceitável, enquanto as restrições (4.11) e (4.12) 

garantem um retalho em um intervalo de sobra; as restrições (4.7) e (4.13) estabelecem que 

pelo menos um item seja cortado em cada padrão; as restrições (4.8) e (4.14) estabelecem que 

a repetição de cada item no padrão de corte gerado não supere a sua demanda, evitando assim 

a produção de itens excedentes em um único padrão de corte; e as restrições (4.9) e (4.15) 

fornecem valores inteiros não-negativos às variáveis. A determinação dos valores dos 

parâmetros  possibilita escolher quais objetos concentrarão 

perdas aceitáveis ou sobras.  
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Em muitos problemas práticos, entretanto, existe uma limitação de estoque 

que deve ser considerada. Se esta limitação implicar em o número de objetos disponíveis 

menor que os tipos de itens, a utilização dos padrões homogêneos maximais não é imediata, 

pois com os objetos disponíveis não se consegue a base inicial trivial para o Método Simplex. 

Para resolver este tipo de problema, são propostas três outras abordagens.  

 

4.2 ABORDAGEM M2P&R  

 

Nesta segunda abordagem, são utilizadas novas restrições relacionadas à 

limitação de objetos em estoque e à produção de itens em excesso. Os geradores de padrões 

também são modificados, conforme é mostrado a seguir.  

 

4.2.1 Modelagem Matemática Proposta II  

 

Deste modo, o modelo pode ser escrito como segue,  

 

A restrição (4.18) foi adicionada ao modelo para que não sejam produzidos 

muitos itens em excesso e, conforme a limitação estabelecida pelo planejador; a restrição 

(4.19) estabelece que não seja utilizado um número maior de objetos do que o disponível em 

estoque.  

Para controlar a produção dos itens nos padrões gerados, o parâmetro 

qteItemMax foi criado. Os subproblemas geradores de padrões são apresentados a seguir.  

 



53 
 

 

Onde:  

1.  qteItemMaxi: é número máximo de itens de índice i que pode ser 

utilizado no padrão de corte gerado.  

Ao invés de resolver dois problemas geradores de padrões para cada objeto 

em estoque, a próxima abordagem visa resolver apenas dois problemas geradores em cada 

iteração. Os objetos em estoque utilizados fazem parte das soluções apresentadas pelos 

geradores.  

 

4.3 ABORDAGEM M3P&R  

 

Nesta abordagem, também são utilizadas restrições relacionadas à limitação 

de objetos em estoque e à produção de itens em excesso. O número de geradores de padrões 

de corte independe da quantidade de tipos de objetos disponíveis em estoque. São resolvidos, 

a cada iteração, dois geradores: um que produz padrões com perdas aceitáveis e o outro que 

produz padrões com sobras. Ambos indicando qual objeto em estoque deverá ser utilizado. 
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Logo, um padrão de corte para esta abodagem é um vetor com m + M coordenadas: ajp 

=(a1jp,...,amjp,a(m+1)jp,...,a(m+M)jp), em que suas m primeiras coordenadas representam os itens 

cortados e as demais coordenadas indicam qual objeto foi utilizado. Assim, apenas uma entre 

as componentes a(m+1)jp,...,a(m+M)jp do vetor que representa um padrão de corte é diferente de 

zero: aijp =(a1jp,...,amjp,0,...,0,1,0,...,0), com 1 na (m + j)-ésima posição.  

 

4.3.1 Modelagem Matemática Proposta III  

 

A terceira abordagem com a atual definição de padrão de corte é apresentada a 

seguir.  

 

 

A função objetivo (4.33) minimiza o custo do processo de produção. As 

restrições (4.34) e (4.35) garantem que a quantidade de itens produzidos seja menor que uma 

quantidade a mais da demanda estipulada pelo planejador e maior ou igual à demanda. A 

restrição (4.36) garante que os objetos a serem utilizados no processo de corte estão 
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disponíveis. Por fim, a restrição (4.37) define as variáveis do problema. Os problemas 

geradores de padrões são apresentados a seguir.  

 

 

Na última abordagem, apresentada a seguir, supõe-se que a demanda seja 

suficientemente grande e que o problema envolve várias dezenas de itens a serem produzidos. 

Diferentemente das abordagens anteriores, o processo de resolução se faz em duas etapas. Na 
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primeira etapa a solução encontrada, caso não seja inteira, é arredondada. Se esta solução for 

infactível, na segunda parte é resolvido um problema residual.  

 

4.4 ABORDAGEM M4P&R  

 

Conforme discutido anteriormente, a solução contínua do problema relaxado 

é uma boa solução aproximada para o problema original, quando a demanda é suficientemente 

grande e exige uma alta repetição dos padrões de corte. Assim, esta modelagem visa resolver 

problemas suficientemente grandes, considerando limitação de estoque, obtendo-se uma 

solução contínua através do Método Simplex com Geração de Colunas, e posteriormente a 

solução inteira do problema arredondando a solução contínua para o inteiro mais próximo. Se 

a solução inteira for inviável para o problema de PLI proposto, isto é, ainda faltar itens a 

serem produzidos, um problema residual é escrito. Espera-se que este problema residual tenha 

poucos itens e demanda bem menor que a do problema inicial já que quando a demanda é 

suficientemente grande a solução contínua é uma boa solução aproximada. Assim, o problema 

residual é solucionado utilizando a abordagem M2P&R, que mantém as características de 

aceitação de um padrão, determinadas pelo planejador de produção na etapa inicial.  

 

4.4.1 Modelagem Matemática Proposta IV  

 

Esta abordagem foi desenvolvida para solucionar problemas com demanda 

grande, com o objetivo de diminuir o tempo de resolução. O Problema é estruturado em duas 

etapas. A primeira etapa é semelhante à abordagem M1P&R, porém com a limitação de 

estoque. O modelo é apresentado a seguir.  

 

Os geradores de colunas desta abordagem continuam sendo os mesmos da 

estratégia M1P&R.  
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Neste caso, de demandas grandes, para resolução do problema apresentado, 

a solução contínua encontrada na primeira etapa é arredondada. Porém, arredondando a 

solução contínua pode ocorrer da demanda não ser satisfeita completamente, e um número 

menor de itens em quantidade relativamente pequena deixam de ser produzidos. Então, a 

segunda etapa visa determinar novos cortes de forma a completar a demanda, utilizando os 

objetos ainda disponíveis não utilizados na primeira etapa. Essa segunda parte é idêntica à 

abordagem M2P&R.  

Um diferencial dessas abordagens está na eficiente possibilidade de se 

eleger quais objetos concentrarão perdas aceitáveis ou sobras.  
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CAPÍTULO 5 

SIMULAÇÕES 

 

As quatro abordagens propostas foram implementadas, além do modelo de 

Scheithauer et al. [31]. Os exemplos utilizados nos testes foram extraídos da dissertação de 

mestrado de Pinto [27] e do trabalho de Koch et al. [20].  

Conforme apresentado em Pinto [27], seis exemplos foram obtidos de uma 

carteira da indústria de aeronaves que gerou o trabalho de Abuabara [1] e um exemplo foi 

extraído de Sinuany-Stern e Weiner [33]. Koch et al. [20] apresentou um exemplo que foi 

utilizado neste trabalho sem a limitação de estoque. O exemplo sem limitação foi testado 

utilizando a abordagem M1P&R e o modelo de Scheithauer, pois estes não consideram 

limitação de estoque. Os demais exemplos foram testados utilizando as abordagens M2P&R e 

M3P&R. Os resultados obtidos foram comparados com os resultados fornecidos pelo 

algoritmo de Sinuany-Stern e Weiner [33], pelo modelo de Abuabara e pelas heurísticas de 

Cherri [7]1, apresentados em Pinto [27].  

Como descrito em Pinto [27], devido a um erro ocorrido nos códigos 

implementados por Cherri [7], algumas de suas heurísticas falharam ao obter as soluções dos 

exemplos selecionados. Desta forma, o termo “Código falhou” é utilizado na tabela para 

indicar que a solução não pode ser encontrada.  

A abordagem M4P&R não foi utilizada nos testes pois as demandas não 

eram grandes o suficiente para que a solução contínua fosse maior que 1, e alterasse os dados 

que seriam enviados para a segunda parte da abordagem, a estratégia M2P&R.  

Todas as implementações foram realizadas no software de otimização 

XPRESS-MP, utilizando a linguagem Mosel. Os testes foram realizados em um computador 

Intel Core 2 duo de 3 GHz e 4 GB de RAM.  

Para dar início ao processo de corte alguns dados são fornecidos pelo 

planejador de produção, em cada uma das abordagens. Entre estes dados estão os 

comprimentos dos objetos (Lj), dos itens (li) e a demanda (di). A disponibilidade de objetos 

em estoque é fornecida quando no modelo há limitação de estoque (e
j
). Outros parâmetros 

mais específicos são informados, como por exemplo, o valor associado a sobra (c
sobra

), em 

unidade de comprimento, produzida pelo processo de corte, ou ainda, os intervalos dos retalhos 
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A serem considerados perda ou sobra . O 

planejador, ainda, tem liberdade de escolher um ou mais objetos, que ele preferir, para conter 

as perdas ou as sobras. Diante da possibilidade de alteração dos parâmetros, algumas soluções 

foram apresentadas fornecendo ao planejador possibilidades de escolha da solução que lhe for 

mais conveniente.  

Na resolução das abordagens, é utilizado uma aplicação modificada do 

Método Simplex com Geração de Colunas descrito na seção 2.4, em que são resolvidos vários 

subproblemas lineares inteiros para geração de padrões com sobra e com perda em cada um 

dos objetos em estoque. Em cada iteração, são escolhidas as colunas relativas aos 

subproblemas com soluções ótimas para serem inseridos no PM restrito relaxado. Embora em 

geral apenas uma destas colunas melhoram a solução contínua (máximo entre ou 

), as demais colunas são úteis pois melhoraram a solução inteira do Problema (4.1.1), 

quando resolvido por Branch-and-Bound. Cada coluna introduzida é um padrão de corte que 

possui uma perda aceitável ou uma sobra. Logo, os modelos determinam quais objetos e 

padrões são mais vantajosos de acordo com os dados de entrada fornecidos pelo planejador de 

produção. Uma síntese dos processos de resolução das abordagens é mostrada no final do 

capítulo por meio de fluxogramas. O algoritmo utilizado na implementação da abordagem 

M1P&R é mostrado na Figura 5.1.  

Para iniciar o Método Simplex com Geração de Colunas, é necessária uma 

solução básica viável inicial, ou seja, uma solução não negativa cuja matriz básica associada é 

não singular (invertível). Assim, são criados padrões de corte homogêneos maximais. Estes 

padrões correspondem à maneira trivial de cortar os objetos para atender à demanda e de obter 

a matriz básica inicial. Para isto, considera-se sempre que a quantidade de objetos disponíveis 

em estoque é suficiente. Então o processo de geração de colunas é efetuado até que todos os 

subproblemas geradores de colunas apresentem solução menores ou iguais a zero, ou 

apresente solução infactível. Ao final do processo, uma solução inteira é obtida pelo método 

Branch-and-Bound.  

Na implementação da abordagem M2P&R, foi utilizado o algoritmo 

mostrado no fluxograma da Figura 5.2. O processo se inicia com padrões de corte 

heterogêneos maximais, a obtenção da matriz básica inicial e termina quando nenhuma nova 

coluna que melhore a solução contínua pode ser encontrada, da mesma forma que na 

abordagem anterior. Inicia-se com padrões heterogêneos pois admitiu-se que a quantidade de 

objetos disponíveis é menor que os tipos de itens, excluindo a possibilidade de utilizar a 
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maneira trivial de obter a base inicial do Método Simplex. Para a obtenção de uma solução 

viável inicial, cortou-se todos os itens, misturados, na quantidade desejada nos objetos 

existentes, considerando que os objetos disponíveis em estoque eram suficientes. Fornecido 

estes padrões ao otimizador XPRESS-MP o mesmo obtém uma solução básica viável inicial, 

ou seja, a matriz básica inicial e inicia o Método Simplex com Geração de Colunas.  

A cada iteração, são gerados padrões de corte em que a repetição de cada 

item é limitada pelo parâmetro qteItemMax. Assim, no início do processo são gerados padrões 

com pouca repetição de itens, o que proporciona a utilização de padrões que contribuem no 

controle à produção de itens excedentes. Quando nenhuma coluna que melhore a solução 

atual pode ser encontrada, o parâmetro qteItemMax é modificado, tendo como limitante 

superior a demanda.  

Ainda, em cada iteração é analisado se o modelo forneceu uma solução 

inteira com itens excendentes.Se este for o caso, novos padrões são gerados a partir dos 

padrões utilizados na solução inteira atual, os quais são denominados subpadrões. Um 

subpadrão é calculado a partir de um padrão que corta itens em excesso. Então itens 

excedentes são retirados, visando manter o intervalo de aceitação dos padrões, isto é, 

mantendo o retalho em um intervalo de perda aceitável ou sobra.  

Quando a retirada de itens implicar em padrões não aceitáveis, os 

subpadrões correspondentes não são gerados. Os subpadrões criados são então inseridos no 

problema inicial e o processo de gerar colunas continua até que a melhor solução seja 

encontrada. O cálculo dos subpadrões é feito pois estes fornecem mais opções para melhorar a 

solução inteira, ao proporcionarem uma produção final com menos itens excedentes. Porém, 

estes não são obtidos pelas mochilas porque não são as melhores opções para o Método 

Simplex, para o cálculo da solução contínua.  

Já na abordagem M3P&R, o processo se inicia e termina do mesmo modo 

que a abordagem M2P&R. A cada iteração são gerados padrões de corte em que a repetição 

de cada item é limitada pelo parâmetro qteItemMax, e também são criados subpadrões, 

quando possível. Uma ilustração do processo é mostrada no fluxograma da Figura 5.3.  

Quanto à abordagem M4P&R, a qual é realizada em duas etapas, o 

algoritmo utilizado na implementação é mostrado na Figura 5.4. Inicialmente, uma solução 

inteira é obtida em uma primeira etapa, a qual é análoga à primeira abordagem, porém através 

do arredondamento da solução contínua para o valor inteiro mais próximo. Em seguida, a 

parcela da demanda que falta ser atendida e o restante de objetos disponíveis em estoque, os 

quais não foram utilizados na primeira etapa, são utilizados em uma nova etapa como dados 
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de entrada para a abordagem M2P&R, a qual fornece uma solução inteira conforme descrito 

anteriormente. Dessa forma, uma solução inteira final é obtida, correspondente aos padrões de 

corte e aos objetos utilizados nas duas etapas de resolução.  

 

5.1 ALGORITMOS IMPLEMENTADOS  

 

Nesta sessão são apresentados os algoritmos utilizados nas implementações das 

quatro abordagens propostas, na forma de fluxogramas.  

 

 

Figura 5.1 – Fluxograma da abordagem M1P&R 
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Figura 5.2 – Fluxograma da abordagem M2P&R 
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Figura 5.3 – Fluxograma da abordagem M3P&R 
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Figura 5.4 – Fluxograma da abordagem M4P&R 
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CAPÍTULO 6 

RESULTADOS 

 

Neste capítulo, são apresentados os resultados dos testes realizados com três 

abordagens propostas, os quais são comparados com as soluções das demais modelagens 

estudadas. Os dados dos exemplos estão apresentados no Apêndice B. Os exemplos são 

dividos em duas categorias: com e sem limitação de estoque. Os resultados obtidos são 

apresentados à seguir.  

 

6.1 PROBLEMA SEM LIMITAÇÃO DE ESTOQUE  

 

Este exemplo foi obtido do trabalho de Koch et al. [20], porém considerado 

sem limitação de estoque. Este problema é composto por 16 tipos de objetos em estoque, e 6 

tipos de itens distintos a serem cortados. Os resultados das simulações são apresentados na 

Tablela 6.1 e comparados com o modelo de Scheithauer [31].  

 

 

Tabela 6.1 – Solução do exemplo sem limitação 

 

 

 

Pode-se verificar que o resultado obtido com a abordagem M1P&R utiliza 

um comprimento total cerca de 18,54% maior do que ao utilizado pelo modelo Scheithauer et 

al. [31]. Entretanto, a abordagem proposta utiliza um objeto a menos, e o percentual de perda 

em relação ao comprimento total cortado é de 0,21%, contra 3,81% do Scheithauer et al. [31]. 

Nota-se também que os comprimentos de sobras informados ao modelo de Scheithauer têm 

uma influência significativa no resultado.  

Em modelos resolvidos pelo Método Simplex com Geração de Colunas, em 

que a quantidade de material disponível é suficiente para atender à demanda, e todo tipo de 

objeto está disponível enquanto é vantajoso para o processo de corte, objetos com 

comprimentos maiores são utilizados mais vezes, pois é possível cortar mais itens e de 

diversas maneiras, que implica em perdas menores ou sobras mais vantajosas.  
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6.2 PROBLEMAS COM LIMITAÇÃO DE ESTOQUE  

 

Os exemplos foram obtidos da dissertação de mestrado de Pinto [27]. Os 

resultados das simulações são apresentados em tabelas.  

 

6.2.1 Exemplo 1  

 

Este problema é composto por 3 tipos de objetos em estoque, e 9 tipos de 

itens distintos a serem cortados. Os resultados das simulações são apresentados na Tabela 

6.21.  

 

 

Tabela 6.2 – Solução do Exemplo 1. 

 

 

 

Neste exemplo, observa-se que todas as abordagens apresentaram soluções 

com perdas. Entretanto, observa-se que as abordagens M1P&R e M2P&R propostas foram as 

que apresentaram menor comprimento de perda, 1 u.c., com uma redução de 83,33% em 

relação ao valor fornecido pelas abordagens com segundo menor comprimento de perda  
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(FFDR e R.FFDR, com 6 u.c.). As Estratégias 2, 5, e Abuabara apresentaram a mesma 

solução, com 11 u.c. de perda. Com o mesmo comprimento de perda, porém com um objeto a 

mais cortado, estão GulosaR  e R.GulosaR. As demais estratégias apresentaram soluções com 

perdas maiores.  

 

6.2.2 Exemplo 2  

 

O problema tratado no exemplo 2 é composto por 3 tipos de objetos em 

estoque, e 4 tipos de itens distintos a serem cortados. Os resultados das simulações são 

apresentados na Tabela 6.3.  

 

 

Tabela 6.3 – Solução do Exemplo 2. 

 

 

 

As soluções do Exemplo 2 obtidas pelas Estratégias 1 e 4 apresentaram 

grandes perdas, já as Estratégias 2, 4, e 5 apresentaram perdas de 2u.c. concentradas em dois 

objetos. Contudo, a abordagem M2P&R forneceu uma perda de 1u.c. concentrada em um 

único objeto, utilizando, apenas, um comprimento total cerca de 0,11% maior do que ao 

utilizado pelos modelos com o menor comprimento cortado. Ainda, a abordagem M3P&R, e o 

modelo de Abuabara apresentaram uma solução, cortando cerca de 5,95% a mais do menor 
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comprimento utilizado, sem perda alguma de material, e com sobra concentrada em um 

objeto. As demais abordagens produziram perdas superiores ou distribuíram suas sobras em 

mais de um objeto.  

 

6.2.3 Exemplo 3  

 

O exemplo 3 possui 2 tipos de objetos disponíveis, e 4 tipos de itens 

distintos a serem cortados. Os resultados das simulações são apresentados na Tabela 6.4.  

 

 

Tabela 6.4 – Solução do Exemplo 3.  

 

 

 

A solução apresentada pela abordagem M2P&R é a solução com menor 

comprimento de perda gerada, menos que 1% de material é perdido. Além disso, a abordagem 

M2P&R, juntamente com a M3P&R geram sobras que fornecem maiores possibilidades de 

reuso, pois possuem comprimentos maiores, mesmo sendo distribuídas em mais de um objeto. 

As Estratégias de 1 a 5 e as heurísticas que apresentaram resultado, cortam o menor 

comprimento, porém apenas as Estratégias 2 e 5, juntamente com o modelo de Abuabara [1] 

possuem uma perda de aproximadamente 1,47% do comprimento utilizado. As demais 

abordagens possuem perdas superiores.  
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6.2.4 Exemplo 4  

 

Já no exemplo 4, tem-se 3 tipos de objetos em estoque, e 23 tipos de itens 

distintos a serem cortados. Os resultados das simulações são apresentados na Tabela 6.5.  

 

 

Tabela 6.5 – Solução do Exemplo 4.  

 

 

 

Os dados da Tabela 6.5 mostram que as soluções obtidas pelas Estratégias 4 

e 5 são as que menos cortam objetos, sendo que a última não produz perda. Os resultados 

obtidos pelas Estratégias 2 e 3 são iguais aos obtidos pelo modelo simplificado de Abuabara 

[1]. Quanto às heurísticas propostas por Cherri et al. [7], e ao algoritmo iterativo proposto por 

Sinuany-Weiner [33], o comprimento total cortado foi superior ao obtido nas demais 

soluções, apesar de duas destas não gerarem perdas. Já a Estratégia 1, considerando o critério 

de menor perda, apresentou o pior resultado entre as abordagens que forneceram solução. A 

estratégia proposta M2P&R apresentou o mesmo resultado da estratégia FFDR Já a 

abordagem M3P&R apresentou um resultado interessante, em que todos os objetos tiveram 

aproveitamento total. Como consequência, itens excedentes foram produzidos. Este resultado 

pode ser considerado satisfatório para aplicações em que a produção de itens seja contínua, de 
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tal forma que estes itens excedentes possam ser utilizados para atender uma demanda futura, o 

que é muito comum em diversos segmentos industriais.  

 

6.2.5 Exemplo 5  

 

Na Tabela 6.6, são apresentados os resultados das simulações feitas para um 

problema composto por 3 tipos de objetos em estoque, e 38 tipos de itens distintos a serem 

cortados.  

 

 

Tabela 6.6 – Solução do Exemplo 5.  

 

 

 

Neste exemplo, observa-se que todas as soluções obtidas cortam o mesmo 

comprimento total. A melhor solução apresentou uma perda nula e a sobra concentrada em 

um único objeto. Entre os modelos que apresentaram perda não nula, as abordagens M1P&R 

e M2P&R encontram-se em segundo lugar.  

 

 

 

 



71 
 

6.2.6 Exemplo 6  

 

Este problema é composto por 3 tipos de objetos em estoque, e 7 tipos de 

itens distintos a serem cortados. Os resultados das simulações são apresentados na Tabela 6.7.  

 

 

Tabela 6.7– Solução do Exemplo 6.  

 

 

 

Os dados da tabela 6.7 mostram que a Estratégia 3 foi a abordagem que 

cortou o menor comprimento total, mas foi a que forneceu apenas perda, nenhuma sobra. A 

abordagem de Abuabara [1] e a Estratégia 5 forneceram uma solução em que a demanda é 

atendida com o corte de 18000 u.c., concentrando a sobra em um objeto e não produzindo 

perda. Porém, as abordagens M2P&R e M3P&R, apesar de cortar o mesmo comprimento para 

satisfazer a demanda, produz 1 u.c. de perda e a sobra concentrada em um único objeto.  

 

6.2.7 Exemplo 7  

 

O exemplo 7 possui 3 tipos de objetos em estoque, e 8 tipos de itens 

distintos a serem cortados. Os resultados das simulações são apresentados na Tabela 6.8.  
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Tabela 6.8 – Solução do Exemplo 7.  

 

 

 

Com base nos dados da Tabela 6.8, verifica-se que as abordagens M2P&R e 

M3P&R apresentaram a mesma solução dos modelos de Abuabara [1], Nova RAGR 1, 2 e 3, e 

da Estratégia 5. As Estratégias 3, 4 e Sinuany são as únicas que forneceram soluções com 

perdas. Já as Estratégias FFDR, GulosaR, R.FFDR e R.GulosaR também apresentam soluções 

com sobras, porém com número de objetos e um comprimento total cortado superior ao das 

primeiras abordagens.  
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CONSIDERAÇÔES FINAIS 

 

Apesar dos Problemas de Corte serem estudados desde a década de 1940, o 

Problema de Corte visando o reaproveitamento do retalho produzido no processo de corte 

começou a se desenvolver na década de 80, e pode ser aplicado em uma diversidade de casos 

como: em problemas com ou sem limitação de estoque; modelos que consideram 

movimentação de compartimentos; em problemas com mais de uma dimensão; entre outros, o 

que implica em uma dificuldade em definir um único modelo. Deste modo, o estudo 

apresentado nesse trabalho foi orientado para o PCES, sendo que os objetivos são orientados 

para a minimização do custo total da produção, que depende dos valores atribuídos aos custos 

de corte, perda e sobra. Para resolvê-los, o Método Simplex com Geração de Colunas, que é 

utilizado para resolver Problemas de Corte, foi alterado para incluir a possibilidade de geração 

de sobras. Então foram propostas quatro abordagens, todas elas tendo como principal objetivo 

minimizar o custo de produção. A primeira abordagem não considera limitação de estoque e, 

para cada objeto, duas mochilas são resolvidas para gerar padrões que são inseridos no 

problema mestre. Do mesmo modo, os padrões de corte são gerados na abordagem 2, porém 

considerando um estoque limitado. Na terceira abordagem, uma coluna (padrão) gerada 

contém a informação de como os itens são cortados e em qual objeto, sendo assim, apenas 

duas mochilas são resolvidas a cada iteração. Nestas duas últimas abordagens, o método para 

se resolver o problema de PLI proposto utiliza o parâmetro qteItemMax, que aumenta (um de 

cada vez) até o seu limitante, a demanda. Logo, problemas em que as demandas são muito 

grandes, estes procedimentos se tornam bastante lentos. Assim, a abordagem 4 foi proposta 

para suprir tal deficiência. Porém as demandas dos exemplos utilizados não foram 

suficientemente grandes para testá-la.  

A Técnica de Geração de Colunas mostrou-se uma ferramenta importante 

por permitir resolver o problema sem necessidade de se conhecer todas as colunas a priori. 

Entretanto, buscando resolver o problema sem a resolução de um Problema Residual, 

constatou-se que a Técnica de Geração de Colunas clássica não mostra-se muito eficiente, 

pois ao resolver o problema de PLI envolvido, a solução apresentada não é viável e, assim, 

deixa de produzir muitos itens para atender a demanda. Por isso, foi utilizada nas abordagens 

propostas uma aplicação modificada da Técnica de Geração de Colunas tradicional, em que 

várias colunas são adicionadas ao Problema Mestre Restrito em cada iteração, o que 

apresentou melhores resultados para a solução inteira e sem necessidade de resolver um 

Problema Residual.  
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O procedimento de calcular os subpadrões permitiu a redução de itens 

excedentes e o surgimento de sobras, dependendo dos custos, proporcionando melhores 

resultados; a introdução do parâmetro qteItemMax nas mochilas, que faz com que o espaço de 

busca seja variável em cada iteração, foi importante por permitir gerar padrões de corte que 

mantinham o controle da produção de itens excedentes e permitiam atender à restrição de 

objetos em estoque, o que também melhorou a solução inteira.  

Os desempenhos dos procedimentos desenvolvidos foram analisados 

considerando exemplares da literatura. Com relação aos resultados obtidos, quando não há 

limitação de estoque, observa-se que objetos de mesmo índice são utilizados até deixarem de 

ser lucrativos, o que não é permitido ocorrer no caso onde há limitação: nesse caso, o modelo 

exige a troca dos objetos quando as unidades disponíveis forem utilizadas, o que pode 

implicar em um aumento no valor da função objetivo e uma utilização maior de objetos se 

comparado ao caso anterior. De posse dos resultados obtidos com diferentes valores 

atribuidos aos parâmetros dos modelos, o planejador de produção tem total liberdade de 

repassar, ao processo de corte da fábrica, a solução que ele julgar mais conveniente.  

Com relação a identificação das melhores soluções, pode-se notar que existe 

uma dificuldade na avaliação do resultado mais vantajoso, pois características podem se 

relacionar umas às outras e tal relação depende da decisão a ser tomada: custo de perda, de 

sobra e de corte; os intervalos para as sobras e perdas aceitáveis. Contudo, pode-se dizer que 

os resultados foram satisfatórios. Uma das razões para se afirmar isso foi o resultado obtido 

pelo Exemplo 1, que apresentou uma melhora significativa em relação aos demais trabalhos 

comparados, considerando o menor comprimento cortado para atender demanda e a 

diminuição da perda total de produção.  

Como contribuições deste trabalho, pode-se destacar o desenvolvimento dos 

modelos apresentados no Capítulo 4, envolvendo uma divisão nos geradores de colunas para a 

produção de padrões com sobras e perdas aceitáveis, pois não foi encontrado na revisão 

teórica um modelo que fizesse esta disjunção. Os geradores de colunas, mesmo entre as 

abordagens propostas, sofreram alterações. A abordagem M2P&R, apesar de ser mais 

demorada por resolver várias mochilas, apresentou possibilidades maiores de melhorar a 

solução inteira que a abordagem M3P&R com a resolução de duas mochilas a cada iteração. 

A vantagem de se resolver menos problemas de mochila é que aumenta a velocidade de 

obtenção de uma boa solução do problema mestre. Não existem métodos de soluções gerais e 

eficientes para os problemas de corte devido principalmente à complexidade computacional 

dos problemas e à diversidade de casos em que estes podem aparecer. De modo geral, 
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observou-se que foi vantajosa a separação em dois geradores, já que foram vencidas algumas 

dificuldades existentes no trabalho de Koch (2008), tais como: limitação a problemas 

pequenos, pela necessidade de se conhecer todos os padrões a priori; e a impossibilidade de se 

escrever um gerador (único) utilizando a definição de padrão dada em seu trabalho. Uma outra 

vantagem está em não necessitar da definição dos comprimentos das sobras, como ocorre no 

trabalho de Scheithauer.  

Como perspectiva de continuidade deste trabalho, merecem investigação a 

relação existente entre os custos de corte, perda e sobra que são fornecidos pelo planejador de 

produção, pois influenciam fortemente os resultados. Propõe-se ainda testar a abordagem 4 

através de exemplos com demandas maiores, e estudar a possibilidade de, na abordagem 4, as 

sobras geradas na primeira etapa se tornarem um objeto para a etapa 2. Além disso, feito o 

cálculo do menor comprimento que atende a demanda, pelo primeiro estágio das Estratégias 

1, 2 e 3 de Pinto (2008), notou-se que este poderia ser informado como limitação de estoque 

para alguns exemplos, condicionando o problema a utilizar o menor número de objetos e 

produzir perdas e sobras de acordo com os valores assumidos pelos parâmetros do problema. 

Então, essa possibilidade poderia ser estudada. Para uma nova abordagem, propõe-se 

acrescentar aos modelos desenvolvidos a movimentação de compartimentos que contém os 

objetos. O modelo de Scheithauer et al. [31] pode ser implementado utilizando outras técnicas 

de arredondamento, já que não foi publicado na língua inglesa o procedimento de 

arredondamento adotado para a obtenção de uma solução inteira. Outra possibilidade seria 

modificar o gerador de colunas inserindo a possibilidade de geração de sobras, ao invés de 

utilizar comprimentos determinados previamente. Quanto ao trabalho de Koch et al. [20], uma 

proposta seria escrever um gerador de colunas e aplicar o seu modelo em exemplos maiores, e 

no trabalho de Pinto [27], utilizar exemplos com demandas maiores e verificar como se 

comportam as estratégias apresentadas.  

Durante a pesquisa, alguns trabalhos foram submetidos à periódicos e 

oficinas, os principais são apresentados nos Apêndices E e F.  
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